
105 

 

PACS numbers: 71.15.Qe, 71.35.-y, 73.20.Mf, 73.21.La, 73.22.Lp, 78.20.Bh, 78.20.Jq 

Влияние поляризационного взаимодействия на спектроскопию 
экситонов в квазинульмерных системах 

А. П. Шпак, С. И. Покутний* 

Институт металлофизики им. Г. В. Курдюмова НАН Украины 
бульв. Акад. Вернадского, 36, 
03680, ГСП, Киев-142, Украина 
*Ильичевский учебно-научный центр 
 Одесского национального университета им. И. И. Мечникова, 
 68001 Ильичевск, Одесская обл., Украина 

Проведен обзор результатов теоретических и экспериментальных иссле-
дований по спектроскопии экситонных состояний в квазинульмерных 

полупроводниковых системах. С помощью новых оптического и электро-
оптического методов показана возможность диагностики ряда фундамен-
тальных параметров квазинульмерных структур. 

Проведено огляд результатів теоретичних та експериментальних дослі-
джень із спектроскопії екситонних станів у квазинульвимірних системах. 

За допомогою нових оптичної й електрооптичної метод показано можли-
вість діягностики низки фундаментальних параметрів квазинульвимір-
них структур. 

A given article reviews the results of theoretical and experimental inves-
tigations in spectroscopy of exciton states in quasi-zero-dimensional semi-
conductor structures. The opportunity to diagnose some basic parameters 
of quasi-zero-dimensional structures by new optical and electrooptic meth-
ods is demonstrated. 
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кристаллических структур, линейные размеры которых сопоста-
вимы с дебройлевской длиной волны электрона и дырки или (и) с 
их боровскими радиусами. При наноразмерных геометрических 
параметрах полупроводниковых систем явления пространствен-
ного размерного квантования носителей заряда играют сущест-
венную роль в оптических и электрооптических процессах в та-
ких системах [1–8]. 
 Теоретические и экспериментальные исследования таких гете-
роструктур позволяют решить общую проблему управления оп-
тическими фундаментальными параметрами в кристаллических 
структурах и приборах: шириной запрещенной зоны, эффектив-
ными массами носителей и их подвижностями, энергетическими 
спектрами электронов и дырок, показателем преломления и ко-
эффициентом поглощения света и т.д. [1–8]. 
 В обзоре в основном будем рассматривать простые модели ква-
зинульмерных систем, представляющие собой полупроводнико-
вые микрокристаллы сферической формы с размерами а  1–102 
нм, так называемые сферические квантовые точки (КТ), выра-
щенные в полупроводниковых (диэлектрических) матрицах [1–
25]. Такие гетероструктуры привлекают внимание в связи с их 
нелинейными оптическими свойствами и приложениями в опто-
электронике и в квантовой электронике (в частности, как новые 
материалы, перспективные для создания элементов, управляю-
щих оптическими сигналами в инжекционных полупроводнико-
вых лазерах [1–7, 23–26], и в оптических бистабильных элемен-
тах и транзисторах [4–7]). 
 Поскольку энергетическая щель полупроводника существенно 
меньше, чем в полупроводниковых (диэлектрических) матриц, то 
движение носителей заряда в КТ ограничено во всех трех на-
правлениях объемом КТ (т.е. носители заряда двигаются в трех-
мерной сферической потенциальной яме). Последнее обстоятель-
ство приводит к тому, что электрон и дырка, а также и экситон, 
в КТ не обладают квазиимпульсом. Поэтому можно говорить 
только о состояниях квазичастиц в КТ. В дальнейшем под экси-
тоном в КТ будем понимать такое экситонное состояние, которое 
не имеет квазиимпульса. 
 Оптические и электрооптические свойства подобных гетеро-
фазных систем, в значительной мере, определяются энергетиче-
ским спектром пространственно-ограниченной электронно-дыроч-
ной пары (экситона) [3–8, 12–26]. Энергетический спектр носите-
лей заряда в КТ, начиная с размеров а порядка боровского ра-
диуса электрона 

e
a  и дырки 

h
a , будет полностью дискретным 

[27–34]. Поэтому такие КТ также называют «сверхатомами» [35, 
36]. В этих условиях влияние поверхности раздела КТ–диэлек-
трическая матрица может вызвать размерное квантование энер-
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гетического спектра электрона и дырки в КТ, связанное как с 
чисто пространственным ограничением области квантования [12–
16, 18, 37–39], так и с поляризационным взаимодействием носи-
телей заряда с поверхностью КТ [40–47].  
 С ростом радиуса КТ a до величины сопоставимой с длиной 
волны света необходимо учитывать эффекты пространственной 
дисперсии, которые вносят существенный вклад в поглощение 
света КТ [48–49]. Учет эффектов пространственной дисперсии 
приводит к возникновению в КТ поляритонов [49–54]. 
 Впервые теоретическое и экспериментальное изучение оптиче-
ских свойств квазинульмерных полупроводниковых структур бы-
ло предпринято в [12–16, 37]. В этих работах методами оптиче-
ской спектроскопии были обнаружены эффекты размерного 
квантования экситонов в КТ CuCl и электронов в КТ CdS в мат-
рице борносиликатного стекла.  
 К настоящему времени теория экситонных состояний в квази-
нульмерных системах развита недостаточно. В частности, отсут-
ствуют обзоры, посвященные вопросам теоретической спектро-
скопии экситонных состояний в таких гетероструктурах. Чтобы 
заполнить такой пробел в настоящем обзоре проводится анализ 
работ посвященных теоретическим исследованиям спектра экси-
тона в КТ, а также межзонного поглощения света КТ, как функ-
ции параметров задачи. Показана возможность диагностики, с 
помощью новых оптического и электрооптического методов, ква-
зинульмерных полупроводниковых структур. 
 Результаты, изложенные в обзоре, касаются в основном про-
стых квазинульмерных систем. Тем не менее, они дают возмож-
ность понять закономерности в оптических процессах, обуслов-
ленных электронными и экситонными состояниями, протекаю-
щими в сложных многослойных сферических наносистемах [1–
8]. Для более полного ознакомления с современным состоянием 
теории и экспериментов по оптическим свойствам квазинульмер-
ных систем рекомендуем обратиться к монографиям и обзорам 
[1–8]. 

2. ГАМИЛЬТОНИАН ЭКСИТОНА В КВАЗИНУЛЬМЕРНОЙ 
СИСТЕМЕ 

Следуя работам [27–34, 40–44] рассмотрим простую модель ква-
зинульмерной системы: нейтральную полупроводниковую сфери-
ческую КТ радиуса а с диэлектрической проницаемостью 2, ок-
руженную средой с диэлектрической проницаемостью 1. В объеме 
такой КТ движутся электрон е и дырка h с эффективными массами 
me и mh (re и rh — расстояние электрона и дырки от центра КТ) (см. 
рис. 1). Предполагается, что зоны электронов и дырок имеют пара-
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болическую форму. Характерными размерами задачи являются ве-
личины: а, ае, ah, аех, где 

 ae  2ћ
2/mee

2,   ah  2ћ
2/mhe

2,   aex  2ћ
2/e2 (1) 

— боровские радиусы электрона, дырки и экситона соответствен-
но в неограниченном полупроводнике с диэлектрической прони-
цаемостью 2 (е — заряд электрона,   memh/(me  mh) — приве-
денная эффективная масса экситона). То обстоятельство, что все 
характерные размеры задачи  

 а, ае, аh, аех  а0 (2) 

(значительно больше межатомных а0) [48], позволяет рассматри-
вать движение электрона и дырки в КТ в приближении эффек-
тивной массы. 
 В изучаемой модели квазинульмерной системы в рамках вы-
шеизложенных приближений гамильтониан экситона в КТ имеет 
вид [40, 41]: 

 
2 2

( , ) ( , , )
2 2

e h g eh e h e h

e h

H E V r r U r r a
m m

        , (3) 

где первые два члена определяют кинетическую энергию элек-

 

Рис. 1. Схематическое изображение экситона в сферическом полупровод-
никовом нанокристалле. Радиус-векторы re и rh определяют расстояние 

электрона е и дырки h от центра нанокристалла радиуса а. Заряды изо-
бражений e  (a/re)e и h  (a/rh)e расположены на расстояниях re  (a

2/re) 

и rh  (a
2/rh) от центра нанокристалла 0 и представляют собой точечные 

заряды изображения электрона и дырки соответственно. 
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трона и дырки, Eg — ширина запрещенной зоны в неограничен-
ном полупроводнике с диэлектрической проницаемостью 2. В (3) 
энергия кулоновского взаимодействия между электроном и дыр-
кой Veh(re, rh) определяется таким выражением: 

 
2

2

( , )
eh e h

h e

e
V r r

r r
 

 
. (4) 

Энергию поляризационного взаимодействия U(re, rh, a) (5) при 
2  1 можно представить в виде алгебраической суммы энергий 
взаимодействия дырки и электрона со своими  ,

hh h
V r a ,  ,

ee e
V r a  

и «чужими»  , ,
eh e h

V r r a    , ,
he e h

V r r a  изображениями соответст-
венно [40, 41] (см. рис. 1) 

          , , , , , , , ,
e h hh h ee e eh e h he e h
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, (8) 

 Несмотря на то, что в нашей модели квазинульмерной системы 
электрон и дырка не выходят за границу полупроводниковой КТ, 
тем не менее, потенциальная энергия их взаимодействия со сфериче-
ской поверхностью раздела двух сред  , ,

e h
U r r a  (5) зависит не толь-

ко от диэлектрической проницаемости КТ 2, но и от диэлектриче-
ской проницаемости матрицы 1, в которую погружена КТ [27–32, 
40, 41]. Такая зависимость связана с проникновением электростати-
ческого поля, создаваемого электроном и дыркой, за объем КТ.  

2. СПЕКТР ЭКСИТОНА В КВАЗИНУЛЬМЕРНОЙ СИСТЕМЕ 

Вопрос о проявлении эффекта размерного квантования в спек-
трах экситонного и межзонного поглощения КТ, по-видимому, 
впервые был изучен теоретически в [37]. В работе [37] было по-
казано, что влияние квантового размерного эффекта на спектры 
поглощения и люминесценции КТ существенно зависит от соот-
ношения трех характерных размеров: ,  ea a  и 

h
a  (1).  
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 При выполнении условия1  

 
0

,
e h

a a a a  , (9) 

в гамильтониане экситона (3) в КТ малого радиуса в первом при-
ближении можно пренебречь энергиями  ,

eh e h
V r r  (4) и U(re, rh, a) 

(5). Такое приближение соответствует приближению сильного 
размерного квантования электрона и дырки в КТ. В результате 
при межзонном поглощении света КТ прямозонных полупровод-
ников в последних должна наблюдаться серия дискретных линий 
с частотой  nl

a  [37]: 

        e h

nl nl g nl nl
a E a E E a E a     , (10) 

где n и l — главное и орбитальное квантовое число электрона 
(дырки) соответственно. В (10) спектр электрона (дырки) 

   e h

nl
E a  

в КТ малого радиуса описывался уровнями энергии электрона 
(дырки) движущегося в сферически симметричной яме радиуса а 
с бесконечно высокими стенками 

 
       

 

  
2 2

2
2

e h e h e h

nl nl nl

e h

E a T a
m a

   , (11) 

где 
nl

  — корни функции Бесселя  1
2

0.
nll

J


   
 Во втором случае, рассмотренном в [37], при 

 
h e ex

a a a a   , (12) 

в гамильтониане экситона (3) в КТ учитывалось кулоновское 
взаимодействие  ,

eh e h
V r r  (4) между электроном и дыркой. При 

этом в рамках адиабатического приближения (
e

m   h
m ) уровни 

энергии дырки в электронном потенциале определялись спектром 
осцилляторного вида [37] 

    
2

, 0

2

3
,

2
h

e e e

t

n l n e h

e
a a n t

a


 
       

  
, (13) 

где частота колебаний дырки 

  

1/2
2 2 2

2

2

2
,

3

e
e

h

n e
a n

m a a

 
     

, (14) 

а коэффициент 
en

  определяется таким выражением 

                                                           
1 КТ, радиусы которых а удовлетворяют условию (9), будем называть КТ малого 
радиуса. 
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2

0

sin
2

e

e

n

n

y
dy

y



   . (15) 

Здесь 2
hh r h

t n l    0, 1, 2, … — главное квантовое число дырки 
(

hr
n   0, 1, 2, … — радиальное квантовое число дырки). Формулы 

(13) и (14) получены в [37] для случая 0
e
l  . 

 При выполнении условия2 

 ,
h e

a a a  (16) 

самой большой величиной из энергий задачи являлась энергия 
связи экситона 2 2

( /2 )
ex ex

E a  . При этом влияние сферической 
поверхности раздела КТ–диэлектрическая матрица, которое опи-
сывалось энергией поляризационного взаимодействия U(re, rh, a) 
(5), на энергию связи экситона 

ex
E  оказалось экспоненциально 

слабым [37]. В первом приближении таким влиянием можно 
пренебречь. В результате, в КТ большого радиуса а (16) экситон 
квантовался как целое, а его энергетический спектр определялся 
выражением [37]: 

  
2

2

2
,

2
nl g ex nl

E a E E
M a

     (17) 

где  e h
M m m   — трансляционная масса экситона. В этом 

случае сдвиг экситонного уровня  nl
E a  (17), обусловленный из-

менением радиуса а КТ, определялся полной массой экситона M 
(см. рис. 3). 
 В работе [37] энергетический спектр экситона в КТ с размерами 

ex
a a  был получен в приближении, в котором в гамильтониане (3) 
пренебрегалось энергией поляризационного взаимодействия элек-
трона и дырки U(re, rh, a) (5) с поверхностью КТ. Такое приближе-
ние, вообще говоря, является не совсем оправданным, поскольку в 

КТ с радиусами ex
a a , как было показано в [40, 41, 59–62, 72–79], 

энергия поляризационного взаимодействия U(re, rh, a) (5) была 

сравнимой по величине с энергией кулоновского притяжения элек-
трона и дырки  ,

eh e h
V r r  (4). 

 Нами в работах [40, 41, 72–76], по-видимому, впервые в га-
мильтониане экситона (3) в КТ было учтено поляризационное 
взаимодействие носителей заряда U(re, rh, a) (5) с индуцирован-
ным ими поверхностным зарядом на сферической поверхности 
раздела КТ–диэлектрическая матрица. Позже такое поляризаци-
онное взаимодействие было также учтено при расчетах спектров 
экситона [42–44] и биэкситона [43] в КТ. 

                                                           
2 КТ, радиусы которых а удовлетворяют условию (16), будем называть КТ 
большого радиуса. 
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2.1. Спектр экситона в потенциальной яме бесконечной глубины  
квантовой точки 

Следуя работам [40, 41, 72–79] получим спектр экситона в КТ в 
предположении, что КТ для электрона и дырки, которые двига-
лись в её объёме, являлась бесконечно глубокой потенциальной 
ямой. При этом радиус а КТ ограничен условием (12), при вы-
полнении которого в потенциальной энергии гамильтониана (3) 
поляризационное взаимодействие  , ,

e h
U r r a  (5) играло домини-

рующую роль. В условиях (12) можно использовать адиабатиче-

 

Рис. 2. Энергетический спектр экситона  0

1,0,0
E S , как функция нанокри-

сталла  /
ex

S a a . Кривые соответствуют: 1 — спектру экситона, взятому 

из экспериментов [14, 57]; 2 — спектру экситона  0
E a , полученному ва-

риационным методом; 3 — кинетической энергии электрона  1,0

eT S  (11). 
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ское приближение, считая кинетическую энергию электрона са-
мой большой величиной и рассматривая последние два члена в 
гамильтониане (3) вместе с оператором неадиабатичности по тео-
рии возмущений. При этом волновая функция экситона в КТ ра-
диуса а в адиабатическом приближении принимала вид [80]  

      , ,

, , , , ,
, , , , , , , ,e e e

e e e h h h

n l m

e h n l m e e e n l m h h hr r a r a r a         (18) 

где 
, ,e e en l m

  и 
, ,

, ,
e e e

h h h

n l m

n l m
  — волновые функции электрона и дырки, 

 , , и , ,
e e e h h h

n l m n l m  — главное, орбитальное и магнитное кван-
товые числа электрона и дырки, , и ,

e e h h
     — азимутальные и 

полярные углы электрона и дырки соответственно. 
 Используя только первый порядок теории возмущений, спектр 

 

Рис. 3. Схематическое изображение зависимости энергетического спектра 

экситона Enl(a) от радиуса а нанокристалла. Области радиусов а соответст-
вуют: 1 — приближению сильного размерного квантования (9); 2 — a  aex 

(12); 3 — КТ большого радиуса (16). Этот рис. взят из работы [18]. 
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экситона 
, , 0

, 0, 0
h h h

e e e

n l m

n l m
E



 
(S) в состоянии  , 0, 0; , , 0e e e h h hn l m n l m    в 

КТ радиуса S получим в таком виде [41, 72–76]: 

        
, 0

, ,0 , ,0

,0,0 ,0,0
h h h h

e n l ee e

n l n le

n g ee n
E S E T S V S S


     , (19) 

где    
,0 ,0n ee

e e

n
T S E S  — кинетическая энергия электрона в сфе-

рической яме бесконечной глубины определялась формулой (11), 

 ee
V S  — среднее значение энергии взаимодействия электрона с 
собственным изображением на волновых функциях сферической 
ямы бесконечной глубины КТ. В формуле (19)  , ,0

,0,0
h h

e

n l

n
S  пред-

ставляет собой спектр дырки осцилляторного вида: 

    ,0

,0,0

3
,

2

eh

e

nt

n e h

P
S S n t

S

 
     

 
, (20) 

          , ,, , , , ,e e o oe e
n o nn o o n o o

hh eh eh he

P
V S V S V S V S

S
  


    , (21)  

где частота колебаний дырки  

  
1/21/2

2 2 3/22
, 2 1

3

e
e e

h

m
S n n S

m

  
      

   
. (22) 

 Справедливость представления спектра дырки  ,0,0
h

e

t

n
S  (20) в 

виде спектра трехмерного гармонического осциллятора сводится 
к требованию [41, 72–76] 

 

1/2

1/2 1/2

0 1/2

2 2

3

2

2
1

3

h
e

h

e

t
m

S S
m

n

 
   

  
  

 

. (23) 

 Запишем выражения для средних значений энергии взаимо-
действия электрона с собственным изображением [41, 72–76]: 

   ,0,0,0 ee
nn

ee

Z
V S

S
  , (24) 

 
 21

2
,0 2

1 0

sin
2

1e

e

n

dx n x
Z

x


 

   (25) 

энергии взаимодействия дырки с собственным изображением 

  
 2 1

1 /
hh

V S
S



  
 , (26) 

энергий взаимодействия электрона и дырки с «чужими» изобра-
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жениями 

    ,0,0 ,0,0 2
e en n

eh he
V S V S

S
    , (27) 

и энергии кулоновского взаимодействия электрона с дыркой 

       , , 2
ln 2 Ci 2en o o

eh e eV S n n
S


         , (28) 

 

      

     

, , ; , , 3
,

2

2 3
ln 2 Ci 2 , .

2

e h en o o t n o o

eh eh e h

e e e h

V S V S S n t

n n S n t
S

  
     

 

 
             

 

 (29) 

 Следует отметить, что формулы (20)–(29), получены путем ус-
реднения соответствующих выражений (4), (6)–(8) по волновым 
функциям сферической ямы бесконечной глубины КТ [41, 73, 74]. 
 Энергия поляризационного взаимодействия  , ,

e h
U r r a  (5), ус-

редненная на электронных волновых функциях сферической ямы 
бесконечной глубины принимает вид: 

  , , , , , , , ,
( ) ( ) ( ) ( ) ( )e e e en o o n o o n o o n o o

pol hh ee eh he
U S V S V S V S V S       . (30) 

С учетом формул (24)–(27), энергия поляризационного взаимо-
действия  , ,en o o

pol
U S  (30) запишется в таком виде  

  
 ,0 2 1,0,0

/ 1
ee

nn

pol

Z
U S

S

   
 . (31) 

Здесь и далее энергия измеряется в единицах  2 2
/2e e eRy m a , и 

используются безразмерные величины длины  /
h

x r a  и 

 /
e

S a a . 
 Выражение для спектра экситона , ,

( )h

e

t

n o o
E S  (19) в состоянии 

 , , ;
e h

n o o t  в КТ, радиусы которых S одновременно удовлетворяют 

условиям (12) и (23), с учетом (20), (21) и (28)–(30) запишем в виде: 

 

, , ;
, ,

, , ,

, ,

( )( )
( ) ( ) 1

( ) ( )

e h
e

h

e e

e e

n o o t
n o o

eh
polt e

n o o g n o e e

n o n o

V SU S
E S E T S

T S T S

 
    
 
  

. (32) 

 Следует отметить, что спектр экситона (32) получен в рамках 

адиабатического приближения, в котором предполагается, что ки-
нетическая энергия электрона  2 2 2

,
( ) /

e

e

n o e
T S n S   (11) даёт основ-

ной вклад в спектр экситона в КТ. Поэтому представление спектра 

экситона , ,
h

e

t

n o o
E (S) в виде формулы (32) даёт возможность просле-
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дить вклад, вносимый в спектр экситона энергией кулоновского 

взаимодействия (29) электрона с дыркой, а также энергией поляри-
зационного взаимодействия (30) по отношению ко вкладу, который 

дает в спектр кинетическая энергия электрона (11). 
 Полученный спектр экситона (32) применим только для ни-
жайших состояний экситона  , 0, 0;

e h
n t , для которых выполня-

ется неравенство 

    ,0,0
h

e

t

n g
E S E V S   , (33) 

где  V S  — глубина потенциальной ямы для электронов в КТ (в 

КТ CdS в области размеров (12) величина  2,3...2,5 эВV   [57]).  
 В [79] для простой модели квазинульмерной системы (см. рис. 
1), в которой гамильтониан экситона H описывался формулой (3), 
не ограничиваясь рамками адиабатического приближения, вариа-
ционным методом был найден спектр  0

E a  основного состояния 
экситона в КТ радиуса а. При этом радиус КТ а, в отличие от [41, 
72–78], не ограничивался условием (12). Результаты вариационно-
го расчета спектра экситона  0

E a  в КТ радиуса а показаны на 
рис. 2. При этом спектр экситона  0

E a  в КТ радиуса а был полу-
чен в [79] в условиях экспериментов [15, 16, 57, 58]. 

2.2. Спектр экситона в потенциальной яме конечной глубины 
квантовой точки 

Для определения спектра экситона 
, ,

, ,
h h h

e e e

n l m

n l m
E (a) в КТ радиуса а с 

учетом выхода электрона из объема КТ в матрицу, в которую по-
гружена КТ (при этом тяжелая дырка  e h

m m  двигалась в 
объеме КТ, не выходя из него), в [60–62], в частности, были най-
дены волновые функции электрона в КТ и в матрице, а также 
спектр электрона  nl

E a  в КТ, которая представляла собой сфе-
рическую потенциальную яму радиусом а и глубиной 

0
V . Волно-

вую функцию электрона  , ,
, , ,

e e en l m e e e
r a    (18) в КТ и в диэлек-

трической матрице можно записать в таком виде [81]: 

      , , , ,
, , , ,

e e e e e e en l m e e e n l e l m e er a f r       , (34) 

где  ,e en l e
f r  — радиальная волновая функция, а  ,

,
e el m e e

    явля-
ется нормированной шаровой функцией. 
 Электронные волновые функции 

   2
f r  и 

   1
f r  на сфериче-

ской поверхности раздела КТ радиуса а с диэлектрической мат-
рицей при r  a удовлетворяют таким граничным условиям [82]: 

 
       

, ,

1 2
,

n l n le e e er a r a

f r f r
 

  (35) 
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       1 2

, ,

,1 ,2

1 1
e e e en l n l

e e
r a r a

d f r d f r

m dr m dr
 

 , (36) 

где 
   2

,e en l
f r  — радиальная волновая функция электрона, движу-

щегося в объеме КТ с эффективной массой 
,1e

m  (при r a ), 
   1

,e en l
f r  — радиальная волновая функция электрона, находящего-
ся в матрице с эффективной массой 

,2e
m  (при r a ). Первое из 

условий (35), (36) (условие (35)) вытекает из условия непрерыв-
ности для электронной плотности вероятности, а второе условие 
(условие (36)) обусловлено условием непрерывности для элек-
тронной плотности потока вероятности на границе раздела r  a. 
 В [60–62], с помощью формул (35) и (36), с учетом явного вида 
электронных волновых функций 

   2
f r  и 

   1
f r  (при le  0, 1), 

было получено уравнение 

    0 0
tg lx R x   , (37) 

где функции  0l
R x   при l  0 и 1 принимали вид: 

       
1
2

1

2

0 0 0 0
1 1 /R x x x



          
  

, (38) 

    
   

     

2

0 0

1 0 0 2

0

, ,
1

1 2 1 , ,o

x D x
R x x

x D x

 
      

        
   

. (39) 

Здесь введены такие обозначения: 

       
1
22 2

0 ,2 0
2 /e nlnl nl

x pa m a E a x     
 

,   
1
22

0
1 /a x     ,(40) 

 
 

1 1
2 22

,2 ,20
0 2

0 ,1

2
, ,

nle e

e

E am a mV
x

V m

   
       

   
,  

        
1
21 2 2 2

0 0
, , 1 1 / / 1 /oD x x x            

  
. (41) 

 Решения уравнений (37)–(41) (численные или графические) при 

определенном значении параметра , давали спектр электрона 

      
2

2

02

,2
2

e

nl nlnl
e

E a x T a
m a

    (42) 

в КТ малого радиуса а, с учетом выхода электрона из объема КТ в 

окружающую ее матрицу. Величина  nl
E a  (42) определяла также 

кинетическую энергию электрона  e

nl
T a  в сферической яме конеч-
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ной глубины КТ. С другой стороны, если известно значение энергии 

электрона  nl
E a  в КТ определенного радиуса а (например, из экс-

перимента), то из решения уравнений (37)–(42) можно определить 

значение параметра  ,2 ,1
/

e e
m m  , т.е. отношение эффективных 

масс электрона в КТ и в окружающей ее диэлектрической матрице.  
 В рамках адиабатического приближения, а также приближения 

эффективной массы, используя первый порядок теории возмуще-
ний на электронных волновых функциях сферической потенциаль-
ной ямы конечной глубины, в [60–62] получен спектр экситона 

  
 

 

2

,0 ,0 ,0

,0,0 2

3
,

2

e e eh

e

n n nt

n g e h

pa Z P
E S E S n t

S S

  
      

 
, (43) 

в состоянии ( , 0;e e e hn l m t  ) в КТ радиусом  /
e

S a a  (12). Здесь 

и далее энергия измеряется в единицах  2 2

,2
/2

e e e
Ry m a . Входя-

щие в спектр экситона (43) величины определялись таким образом: 
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 , (44) 
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 (45) 

а частота осцилляторных колебаний дырки  ,
e

S n  имела вид: 
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,(46) 
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 Следует отметить, что спектр экситона (43) был получен в [60–62] 

в рамках одних и тех же приближений, использованных в [41, 72–
78] для нахождения спектра экситона (32) в КТ, которая представ-
ляла собой сферическую потенциальную яму бесконечной глубины. 
Поэтому спектр экситона  ,0,0

h

e

t

n
E S (43) в пределе 1   (т.е. 

,1 ,2e e
m m ),    0,0 ,0e e

en n
pa x n     и  a   

1
2

0
V   переходит в 

соответствующее выражение для спектра экситона (32) в КТ, полу-
ченного нами в [41, 72–78] при 0

V  . 
 В отличие от [60–62], в работе [43] при определении численными 

методами спектра экситона в КТ не использовались граничные ус-
ловия (35), (36). Поэтому найденный в [44] спектр экситона нельзя 

сравнивать со спектром экситона (43), полученным в [60–62]. 

2.3. Вклад кинетической, поляризационной и кулоновской энергий 

в спектр экситона в квантовых точках 

В [15, 50] наблюдались пики межзонного поглощения диспергиро-
ванных в прозрачной матрице силикатного стекла (с диэлектриче-
ской проницаемостью 1

2,25   [38]) сферических КТ CdS ( 2
   9,3) с 

радиусами а в интервале от 1,2 до 30 нм. Эффективные массы элек-
трона e

m , дырки h
m  и приведенная масса экситона  в CdS соответ-

ственно равнялись: em   0,205m0, hm   5m0 и    0,197m0. В [15, 58] 
экспериментально определялась зависимость положения линий по-
глощения КТ, обусловленных межзонными переходами на уровни 

размерного квантования электрона ( 1, 0e en l  ), ( 1, 1
e e

n l  ) и 

( 1, 2
e e

n l  ) в зоне проводимости, от радиуса КТ а. 
 В экспериментальной работе [66] были обнаружены пики про-
светления, связанные с переходами между уровнями размерного 

квантования экситона, в спектрах пропускания КТ CdSe (с диэлек-
трической проницаемостью

2
   9,4) радиусом 5a  нм, дисперги-

рованных в прозрачной матрице силикатного стекла (с 1
2,25   

[38]). Эффективные массы электрона e
m , дырки h

m  и приведенная 

масса экситона  в CdSe соответственно равнялись: em   0,13m0, 

hm   2,5m0 и    0,124m0. 
 Как было показано в [41, 60–62, 72–78], формула (32) с хорошей 

точностью описывала спектр экситона  1,0,0
htE S  как функцию ра-

диуса КТ S в условиях экспериментов [15, 58] в КТ CdS и в [66] в КТ 

CdSe. В таблицах 1 и 2 содержатся параметры спектра экситона 

 1,0,0
htE S  (32) в условиях экспериментов [15, 58] для КТ CdS с радиу-

сами  1,5...3,0a   нм. 
 Согласно формулам (30), (31), (29) и (11) отношение энергии поля-
ризационного взаимодействия     1,0,0

1,0
/

e

pol
U S T S  к кинетической 

энергии электрона, а также отношение энергии кулоновского взаи-
модействия     1,0,0;

1,0
/ht e

eh
V S T S  к кинетической энергии электрона, 

как функций радиуса КТ S, с ростом радиуса S увеличиваются соот-
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ветственно  S и   1/2
,S S . 

 Такое поведение     1,0,0

1,0
/

e

pol
U S T S  (31) и     1,0,0;

1,0
/ht eV S T S  (29) 

также подтверждается численными результатами, приведенными на 

ТАБЛИЦА 1. Вклад в спектр экситона  1,0,0
htE a  (19), (32), (53), вносимый 

энергией кулоновского взаимодействия электрона и дырки 

    1,0,0;

1,0
/ht eV a T a  (29), а также энергией поляризационного взаимодейст-

вия     1,0,0

1,0
/

e

pol
U a T a  (31) по отношению ко вкладу, который дает кинети-

ческая энергия электрона  1,0

eT a  (11). Величины приведены для КТ CdS с 

радиусами  1,5...3,0 нмa   в условиях экспериментов [15, 58]. 

 

 

нмa

S
 

 1,0
,

[ ]

e

e

T S

Ry
 

ht  
 

 

1,0,0;

1,0

,%
ht

eh

e

V S

T S
 

 

 

1,0,0

1,0

,%
pol

e

U S

T S
  ,%S  

 1,0,0
,

[ ]

ht

g

e

E S E

Ry

    

1,5 

(0,624) 
25,35 

0 17,4 55,8 4,8 35,08 

1 8,5  12,74 37,34 

2,0 

(0,83) 
14,26 

0 25,6 74,4 4,3 21,21 

1 15,3  13,5 22,68 

2,5 

(1,04) 
9,13 

0 34,0 93,0 3,7 14,51 

1 22,5  13,7 15,56 

3,0 

(1,25) 
6,34 

0 42,6 111,5 2,6 10,71 

1 30,0  13,8 11,51 

ТАБЛИЦА 2. Вклад в энергию поляризационного взаимодействия  1,0,0

polU a  

(31), вносимый энергией взаимодействия электрона со своим изображением 

 1,0,0

eeV a  (24), энергией взаимодействия дырки со своим изображением  

 1,0,0

hhV a  (26) и энергиями взаимодействия электрона с «чужим» изображе-
нием и дырки с «чужим» изображением     1,0,0 1,0,0

eh heV a V a   (27), а также 

отношение  энергии кулоновского взаимодействия к энергии поляризацион-
ного взаимодействия     1,0,0; 1,0,0

/ht

eh polV a U a  (29), (31). Величины приведены 

для КТ CdS с радиусами  1,5...3,0 нмa   в условиях экспериментов [15, 58]. 
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1 20,5 
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7,07 64,5 58,2 22,7 

0 38,2 

1 26,9 
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рис. 4. 
 Из рисунка 4 следует, что в спектр экситона (32) самый большой 

вклад вносит энергия поляризационного взаимодействия 

    1,0,0

1,0
/

e

pol
U S T S  (31) (от 55,8% при 1,5a   нм до 112% при 3a   

нм), тогда как энергия кулоновского взаимодействия 

    1,0,0;

1,0
/ht e

eh
V S T S  (29) вносит лишь малый отрицательный вклад 

(модуль которого изменяется от 17,4%  0
h

t   и 8,5%  1h
t   при 

1,5a   нм до 42,6%  0
h

t   и 30%  1h
t   при 3a   нм). 

 Приведенные на рис. 5 результаты также подтверждаются ре-

 

Рис. 4. Вклад в спектр экситона  1,0,0
htE a  (19), (32), (49), вносимый 

энергией кулоновского взаимодействия электрона и дырки 

    1,0,0;

1,0
/ht eV a T a  (29) (кривые 1 и 2 соответствуют состояниям с 

0
h

t   и 1
h

t  ), а также энергией поляризационного взаимодействия 

    1,0,0

1,0
/

e

pol
U a T a  (31) (кривая 3) по отношению ко вкладу, который 

дает кинетическая энергия электрона  1,0

eT a  (11). Величины приведе-
ны для КТ сульфида кадмия с радиусами  1,5...3,0 нмa   в условиях 
экспериментов [15, 58]. 
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зультатами вариационного расчета спектра экситона  0
E a  в КТ 

радиуса а, которые были получены в [79] без использования адиа-
батического приближения в условиях экспериментов [14, 15, 58]. 
 Основной вклад в энергию поляризационного взаимодействия 

 1,0,0

pol
U S  (30) вносят энергия взаимодействия электрона со своим 

изображением     1,0,0 1,0,0
/

ee pol
V S U S  (24), (31) (64,5%) и энергия 

взаимодействия дырки со своим изображением     1,0,0 1,0,0
/

hh pol
V S U S  

(26), (31) (58,2%), тогда как энергия взаимодействия электрона с 

«чужим» изображением и энергия взаимодействия дырки с «чу-
жим» изображением        1,0,0 1,0,0 1,0,0

/
eh he pol

V S V S U S   (27), (31) дает 

 

Рис. 5. Вклад в энергию поляризационного взаимодействия  1,0,0

pol
U a  

(31), вносимый энергией взаимодействия электрона со своим изображе-
нием  1,0,0

ee
V a  (24) (кривая 1), энергией взаимодействия дырки со своим 

изображением  1,0,0

hh
V a  (26) (кривая 2) и энергиями взаимодействия 

электрона с «чужим» изображением и дырки с «чужим» изображением 

    1,0,0 1,0,0

eh he
V a V a   (27) (кривая 3), а также отношение энергии куло-

новского взаимодействия к энергии поляризационного взаимодействия 

    1,0,0; 1,0,0
/ht

eh pol
V a U a  (29), (31) (кривые 4 и 5 соответствуют состояниям 

с 0
h

t   и 1
h

t  ). Величины приведены для КТ сульфида кадмия с ра-
диусами  1,5...3,0 нмa   в условиях экспериментов [15, 58]. 
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отрицательный вклад (модуль которого равняется 22,7%) (см. рис. 
5). Существенно, что эти вклады не зависят от радиуса КТ S.  
 Энергия кулоновского взаимодействия  1,0,0; ht

eh
V S  (29) дает значи-

тельно меньший вклад в спектр экситона (19), (32) по сравнению с 

энергией поляризационного взаимодействия  1,0,0

pol
U S  (31). Отноше-

ние этих энергий     1,0,0; 1,0,0
/ht

eh pol
V S U S  является отрицательным 

(модуль такого отношения изменяется от 31%  0
h

t   и 15%  1h
t   

при 1,5a   нм до 38%  0
h

t   и 27%  1h
t   при 3a   нм) (рис. 5). 

 В работе [15] утверждалось, что с ростом радиуса а КТ CdS, начи-
ная с размеров 2,0a   нм, экспериментальный спектр экситона хо-
рошо описывался кинетической энергией электрона  1,0

eT a  (11) в 

КТ. В действительности, как следует из рис. 4, при 3,0 нм  a  2,0 

нм отношение энергий поляризационного и кулоновского взаимо-
действия к кинетической энергии электрона составляет большую 

величину         1,0,0;1,0,0

1,0
/ 49%...82%ht e

pol ehU S V S T S  . Даже для 

предельно экспериментально допустимой малой КТ радиусом 

1,5a   нм такое отношение принимает существенное значение 

 38%  (см. рис. 2). 

2.4. Спектр тяжелой дырки в адиабатическом электронном  
потенциале квантовых точек 

В экспериментальной работе [16] исследовались низкотемператур-
ные (T  4,2 К) спектры межзонного поглощения диспергирован-
ных в прозрачной матрице силикатного стекла (с диэлектрической 

проницаемостью 1  1,5) КТ CdS (с диэлектрической проницаемо-
стью 2  9,3) размером ex

a a . В области переходов на нижний уро-
вень (ne  1, le  me  0) размерного квантования электрона была об-
наружена структура, состоящая из эквидистантной серии уровней, 
расстояние между которыми (т.е. величина расщепления)  E a   

 
3/2a . Величина расщепления качественно описывалась формулой 

(14) [16]. Указанная структура обусловлена квантованием энерге-
тического спектра тяжелой дырки в адиабатическом потенциале 

электрона в КТ. Эффективные массы электрона и дырки в КТ CdS 

равнялись me  0,205
0

m  и h
m   5 0

m . 
 В экспериментальных работах [12–16, 37–39, 57, 58, 83, 86, 87] 

было показано, что распределение КТ по радиусам a описывалось 

функцией Лифшица–Слезова [88]: 
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где a  — средний радиус КТ. Полученный в [41, 60–62, 72–79] 
спектр экситона (32) применим (в условиях экспериментов [16, 
58, 83, 86]) в области радиусов КТ 

ex
a a  (12). 

 B [73, 74], путем усреднения формулы  ,
e

S n  (22) по функ-
ции распределения Лифшица–Слезова (47), была учтена диспер-
сия КТ по радиусам a. В результате получено выражение, опре-
деляющее расстояние между эквидистантной серией в спектре 
дырки: 

       
1 2 1/22 2 3 2

, 2,232 1 2 3 /
e e e h

S n n m m S    . (48) 

Из сравнения формулы (48) (при 1
e

n  ) с экспериментальной за-
висимостью величины расщепления  E a   ( , 1

e
a n  ) от раз-

мера КТ а, полученной в [16] следует, что для КТ с радиусами 

ex
a a  значение расщепления  , 1

e
a n   (48) (при а  2 нм 

   46,7 мэВ и при а  3 нм    28,29 мэВ) находится в хоро-
шем согласии с экспериментальными данными [16], (соответст-
венно при а  2 нм и а  3 нм величина расщепления E   49,6 
мэВ и E   30,1 мэВ), отличаясь от последних лишь незначи-
тельно ( 6) [73, 74].  
 Таким образом, учет существенного вклада   2 2

1/ 2 3
e

n , ко-
торый вносит в частоту осцилляторных колебаний дырки  ,

e
S n  

(48) поляризационное взаимодействие, по сравнению с вкладом 
кулоновского взаимодействия электрона и дырки в частоту коле-
баний дырки (48), открывает возможность количественного опи-
сания расщепления  E a  эквидистантных уровней в КТ [16].  
 В [19] ошибочно предполагалось, что спектр дырки в КТ опре-
делялся только энергией размерного квантования дырки  ,

h

n l
T a  

(11) в сферической потенциальной яме бесконечной глубины КТ 
радиусом а. 
 В [46, 47] проводился теоретический анализ возможности ис-
пользования переходов тяжелой дырки между эквидистантной 
серией уровней  ,

h

e e

t

n l
a  (20) в адиабатическом потенциале элек-

трона в КТ CdS в условиях экспериментов [16] в оптическом на-
нолазере. В таком нанолазере, активную область которого состав-
лял массив КТ CdS с радиусами 

ex
a a , зависимость энергии ра-

бочего перехода нанолазера    ,
e

E a a n     а3/2 (48) от радиу-
са а КТ позволяла изменять величину энергии рабочего перехода 

 E a  в широком диапазоне в ИК-области спектра. 

3. ДИАГНОСТИКА КВАЗИНУЛЬМЕРНЫХ СИСТЕМ 

3.1. Определение размеров квантовых точек 

В экспериментальной работе [86] исследовались низкотемпера-
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турные (T  80 К) спектры поглощения КТ сульфида кадмия с 
радиусами а порядка нескольких нм, диспергированных в про-
зрачной матрице SiO2 (с диэлектрической проницаемостью 

1
   

 1,8). В [86] также был исследован спектр исходного нетермооб-
работанного образца (спектр 4). В результате термообработки об-
разцов в их спектрах наблюдалось дополнительное поглощение в 
длинноволновой части спектра, край которого сдвигался в корот-
коволновую сторону при уменьшении температуры отжига (спек-
тры 1–3). Авторы работы [86] предполагали, что этот сдвиг обу-
словлен квантоворазмерным эффектом и связан с уменьшением 
среднего размера а КТ CdS при понижении температуры термо-
обработки. 
 С учетом формул (11), (22) и (24)–(31) запишем спектр эксито-
на (32) в явном виде: 
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 (49) 

 Учет дисперсии КТ по радиусам а приводит к тому, что в ки-
нетической энергии электрона (первый член в (49)) появляется 
коэффициент K  0,67 [37], а частота осцилляторных колебаний 
дырки  ,

e
S n  будет теперь определяться формулой  ,

e
S n  

(48). Кроме того, проведенная в [38] численная обработка резуль-
татов рентгеновских измерений с учетом дисперсии КТ по разме-
рам показала, что среднее по распределению Лифшица–Слезова 
(47) значение радиуса КТ  /

e
S a a   0,86 S (где  /

e
S a a  — 

значение радиуса КТ, полученное в монодисперсном приближе-
нии). С учетом вышесказанного спектр экситона (49) в КТ при-
нимал такой вид [73–78]: 
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 (50) 

 Спектр экситона  ,0,0
h

e

t

n
E a  (50) применим к условиям экспери-

мента [86] в области радиусов КТ а  ае  3,0 нм. Предположим, 
что спектры межзонного поглощения КТ CdS, полученные в [86], 
обусловлены разрешенными переходами электрона между краем 
валентной зоны и основным состоянием ( 1, 0; 0

e e e h
n l m t    ) 

экситона. Из условия эксперимента [86] следует, что наибольшим 
размером a  из всех КТ CdS, имеющих минимальные радиусы a  
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(они же являются ответственными за длинноволновый край по-
глощения в спектрах), обладают КТ, формирующие спектр по-
глощения образца (спектр 1).  
 Сравнивая спектр экситона  0

1,0,0
E a  (50) со значением энергии 

края поглощения Е1  3,27 эВ в спектре 1, получим минималь-
ный размер КТ 

1
2,97a   нм [78]. Отметим, что найденное значе-

ние радиуса КТ 
1

a  удовлетворяло условиям существования (12), 
(23) спектра экситона (50). 

3.2. Объемный экситон в квазинульмерной полупроводниковой 
системе 

В [89] вариационным методом, в рамках приближения эффек-
тивной массы, но без учета энергии поляризационного взаимо-
действия электрона и дырки с поверхностью КТ, было получено 
выражение для спектра экситона, которое позволило проследить 
предельный переход к спектру объемного экситона, 

  1,0,0 ex ex
E S E   

2

2
2

ex

ex

Ry
a

 


, (51) 

начиная с радиуса КТ 0
8

ex ex
S S  . 

 Найденный нами в [79] спектр экситона в КТ CdS в условиях 
экспериментов [15, 16, 18, 57, 58], который получен вариацион-
ным методом, в рамках приближения эффективной массы, а 
также с учетом энергии поляризационного взаимодействия, пере-
ходит в спектр объемного экситона (51) при 0

9,44
ex ex

S S  . При 
этом значение 

0

ex
S  отличается от 

0

ex
S  незначительно ( 18%). Та-

кое отличие связано с тем, что учёт энергии поляризационного 
взаимодействия (по сравнению со спектром экситона, полученно-
го в [89] без учёта поляризационного взаимодействия) приводит к 
поднятию энергии экситона в положительную область  1S  (член 
(31) в спектре (50)). Кроме того, значения радиусов КТ 

0

ex
S  и 

0

ex
S  

могут быть несколько завышенными, поскольку вариационный 
расчет спектра экситона дает завышенные значения энергии [80]. 
 Для возникновения в КТ радиуса а объемного экситона необ-
ходимо, чтобы его энергия связи 

ex
E 

ex
Ry  (51) значительно пре-

восходила энергию поляризационного взаимодействия  pol ex
U S   

  2

2
/e a  (31) электрона и дырки с поверхностью КТ [8, 59–62, 

77–79]: 

 
2 2

2

2
2

ex

e

a a


 
. (52) 

Из неравенства (52) следует, что объемный экситон может обра-
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зовываться только в КТ, радиус которой а должен быть больше 
некоторого критического размера КТ 

c
a  [8, 59–62, 77–79]: 

 
 0

2 .
c c ex

a a a a    (53) 

 Проследим за качественной картиной возникновения объемно-
го экситона на примере простой квазинульмерной системы, со-
стоящей из КТ CdS, помещенных в матрицу борносиликатного 
стекла [15, 16, 57, 58]. В неограниченном полупроводниковом 
материале экситон большого радиуса возникал вследствие куло-
новского притяжения  ,

eh e h
V r r  (4) между электроном и дыркой 

[80]. В гамильтониан экситона (3), движущегося в объеме КТ, 
помимо кулоновского притяжения  ,

eh e h
V r r  (4) между электро-

ном и дыркой, будет также давать вклад дополнительное эффек-
тивное притяжение между ними, обусловленное отталкиванием 
электрона  ,

ee e
V r a  (7) и дырки  ,

hh h
V r a  (6) от своих изображе-

ний (см. рис. 1). Согласно формулам (24)–(27) энергия эффектив-
ного отталкивания между электроном и дыркой, которая описы-
вается членами  , ,

eh e h
V r r a  и  , ,

he e h
V r r a  (8), вызванная притя-

жением квазичастиц к поверхности КТ (к «чужим» изображени-
ям), будет меньше, чем энергия эффективного притяжения. При 
этом их отношение          /

eh he ee hh
V S V S V S V S       0,19 и 

величина такого отношения не зависит от радиуса КТ S. Такое 
эффективное поляризационное притяжение приводит к тому, что 
движущиеся в КТ электрон и дырка будут локализованными в 
объеме КТ с эффективной массой  a   , как функцией радиу-
са КТ а, большей, чем таковое значение массы экситона 

0
  в не-

ограниченном полупроводниковом материале с диэлектрической 
проницаемостью 

2
  [8, 59–62, 75–79] (поскольку дырка в CdS 

является тяжелой ( /
h e

m m   25), то будем считать, что ее эффек-
тивная масса 

h
m  в КТ не изменяется, а в КТ изменяется только 

эффективная масса электрона  e e
m m a ). Следовательно, объ-

емный экситон с эффективной массой 
0

  не может образовывать-
ся в КТ с радиусом 

ex
a a . 

 Таким образом, объемный экситон будет возникать только в 
КТ радиусом 

ex
a a . При чем образование такого объемного эк-

ситона носит пороговый характер и возможно лишь только в КТ, 
размер которой а превышает значение некоторого критического 
радиуса КТ 

c ex
a a . С ростом размера КТ a  aex, эффективное 

притяжение между электроном и дыркой уменьшается  
1a . На-

чиная с некоторого радиуса КТ а, равного 
c

a , энергия такого эф-
фективного дополнительного притяжения между электроном и 
дыркой должна быть малой по сравнению с энергией связи экси-
тона 

ex
E  (51). При этом эффективная масса экситона в КТ 

  0
a    [8, 59–62, 75–79]. 
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 Приведенная выше качественная картина возникновения объ-
емного экситона в КТ CdS в условиях экспериментов [15, 16, 57, 
58] подтверждается полученными нами в [8, 59–62, 77–79] коли-
чественными результатами. Для этого используем спектр эксито-
на  ,0,0

h

e

t

n
E S  (50) в основном состоянии  1, 0; 0

e e e h
n l m t     в 

КТ в области ее размеров 
ex

a a . Предположим, так же как и в 
работе [83], что спектр экситона (50) можно использовать и в 
случае КТ с размерами 3

ex
a a . Основанием для того, чтобы про-

длить область применимости спектра экситона (50) до значений 
радиусов КТ 3

ex
a a  является то обстоятельство, что найденный 

в рамках адиабатического приближения спектр экситона (50) на-
ходился в хорошем согласии со спектром экситона для КТ с ра-
диусами 3

ex
a a , который получен вариационным методом [79] 

(см. рис. 2). 
 Путем сравнения спектра экситона  0

1,0,0
E a  (50) с эксперимен-

тальными положениями пиков поглощения в КТ CdS [15, 58] на-
ми в [77] найдены эффективные массы электрона  e e

m m a  и 
экситона  a    в КТ, как функции радиуса КТ a . На рис. 6 
представлены численные значения таких функций  e e

m m a  и 

 a   . Из поведения этих функций вытекает, что с ростом ра-
диуса КТ 

ex
a a  эффективная масса экситона  a    (электро-

на  e e
m m a ) уменьшается, приближаясь при 

 1
2,8

c ex
a a a    

 7,0 нм, к значению эффективной массы экситона 
0

  (электрона 
0

e
m ) в неограниченном CdS (см. рис. 6). 
 В экспериментальной работе [57] было установлено, что нерав-
новесные электроны, создаваемые при межзонном возбуждении 
КТ сульфида кадмия, имеют конечную вероятность преодоления 
потенциального барьера и выхода в матрицу борносиликатного 
стекла, в которую погружена КТ. В [60–62] было показано, что 
основной вклад в спектр экситона (43) в возбужденном состоянии 

 1, 1; 0
e e h

n l t    в КТ CdS с радиусом 2,5
ex

a a   нм, в усло-
виях экспериментов [15, 16, 57, 58], вносит кинетическая энер-
гия электрона  1,1

eT a  (42). Решая численно уравнения (37)–(42) с 
известными из экспериментов [15, 16, 57, 58] значениями энер-
гии экситона 

0

1,1
1,30

g
E E   эВ и высоты потенциального барьера 

0
2,5V   эВ в КТ CdS радиуса 2,5a   нм, в [60–62] было получено 

для неизвестного параметра  (41) численное значение   0,322, а 
также значение ранее неизвестной эффективной массы электрона 

1

,1 ,2e em m   в матрице силикатного стекла. 
 Сравнение спектра экситона  ,0,0

h

e

t

n
E a  (43), полученного в [60–

62] в предположении, что электрон может выходить из объема 
КТ в диэлектрическую матрицу, с экспериментальным экситон-
ным спектром в КТ CdS [15, 16, 57, 58] показало, что объемный 
экситон возникает в КТ CdS, размер которого а превышает зна-
чение критического радиуса КТ 

 2

c
a   1,7

ex
a . 
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 В работе [79], не ограничиваясь рамками адиабатического при-
ближения, вариационным методом был найден спектр основного 
состояния экситона в КТ CdS. Новый оптический метод, предло-
женный нами [8, 59–62, 72–79], состоящий в сравнении теорети-
ческого спектра экситона с его экспериментальным спектром в 
КТ, позволил в [79] получить значение критического радиуса КТ 
CdS 

 3

c
a   3,48

ex
a . При этом значение критических радиусов КТ 

CdS 
 0

c
a   2 ex

a  (58), 
 1

c
a   2,8

ex
a  и 

 3

c
a   3,48

ex
a  находились в хо-

рошем согласии друг с другом, отличаясь лишь в пределах 
≤ 20%. Такое различие величин критических радиусов 

 2

c
a  и 

 1

c
a , 

 3

c
a  обусловлено тем, что уровни энергии экситона  , ,0

h

e e

t

n l
E a  (43) 

в потенциальной яме конечной глубины КТ находятся несколько 

 

Рис. 6. Зависимости эффективных масс электрона  e
m a  (кривая 1) и 

экситона  a  (кривая 2) от радиуса а КТ сульфида кадмия. Значения 
энергий  0

1,0,0 g
E E  взяты из экспериментов [15, 58]. 
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ниже, чем соответствующие уровни энергии экситона  , ,0
h

e e

t

n l
E a  

(50) полученные в приближении, в котором КТ рассматривалась 
как потенциальная яма бесконечной глубины.  
 В экспериментальной работе [87] было установлено, что сдвиги 

энергетических уровней размерного квантования электрона и дыр-
ки в КТ CdS в однородном внешнем электрическом поле в области 

межзонного поглощения определялись квадратичным эффектом 

Штарка. Нами в [90] был предложен новый электрооптический ме-
тод определения критического радиуса КТ CdS 

 4
3,24

c ex
a a , начи-

ная с которого в КТ возникал объемный экситон. В таком методе 
величина критического радиуса 

 4

c
a  определялась из условия ра-

венства штарковского сдвига уровней размерного квантования 
дырки со штарковским сдвигом энергии основного состояния 
объемного экситона (штарковским сдвигом уровней размерного 
квантования электрона можно пренебречь по сравнению с вели-
чиной такового сдвига уровней дырки). При этом новый электро-
оптический метод давал величину радиуса КТ CdS 

 4

c
a , отли-

чающуюся лишь в пределах ( 7%) от аналогичной величины 
критического радиуса КТ 

 3

c
a   3,48

ex
a , полученной в [79] с по-

мощью нового оптического метода. 
 При межзонном поглощении света КТ порогом поглощения яв-
ляется частота света   , 2 0

h h
S t n  , которая определяется та-

ким выражением [69, 70, 73, 74]: 

    
2

2
1,0 1,02

1

1 3
, 0 , 1 .

2
h g eS t E Z P S n

S S

  
          

 
 (54) 

Формула (54) представляет собой закон, по которому эффектив-
ная ширина запрещенной зоны КТ увеличивается с уменьшением 
радиуса КТ S. При этом поляризационное взаимодействие (член 

  1

1,0 1,0 2 1
/S Z P      в (54)) вносит положительный вклад в 

(54), в отличие от отрицательного вклада (член 
1

1
2

en
S



  (13) в 
[37]), который обусловлен учетом только лишь кулоновского 
взаимодействия. Другими словами, учет поляризационного взаи-
модействия носителей заряда с поверхностью КТ приводит к то-
му, что порог поглощения света  , 0

h
S t   (54) претерпевает 

больший сдвиг ( 200 мэВ [70], в условиях экспериментов [15, 16, 
57, 58], по сравнению с аналогичной величиной, полученной в 
[37] без учета поляризационного взаимодействия) в коротковол-
новую сторону. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе [18] был схематически построен график зависимости энер-
гетического спектра экситона  nl

E a  от радиуса а КТ (см. рис. 3). 
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Выражение для спектра экситона было получено этими же автора-
ми в [37] в рамках адиабатического приближения. На графике (рис. 
3) были изображены только зависимости  nl

E a  для двух предель-
ных случаев: КТ малого радиуса а (9) и КТ большого радиуса а (16). 
В этих двух предельных случаях спектр экситона  nl

E a  описывал-
ся линейной зависимостью от (a

2). При этом наклон линейной за-
висимости Enl(a)  (a

2) в случае КТ малого радиуса а (9), согласно 
выражениям (10) и (11), определялся величиной эффективной 
массы электрона 

e
m  (т.е.  nl

E a   
1 2

e
m a  ). Тогда как в другом 

предельном случае КТ большого радиуса а (16), согласно (17), 
этот наклон определялся величиной трансляционной массы экси-
тона M (т.е.  nl

E a   
1 2M a  ). Что же касалось КТ с радиусами 

exa a  (12), то зависимость спектра экситона  nl
E a  от радиуса а 

КТ на графике не была определена. 
 Таким образом, для КТ малых радиусов а (9) спектр экситона 
описывался спектром электрона    e e

nl nl
E a T a  (11), который оп-

ределялся кинетической энергией электрона  e

nl
T a  (11), движу-

щегося в бесконечно глубокой сферической потенциальной яме 
КТ [6, 13–15, 18, 37, 57]. Нами в п. 2.3 (см. рис. 4 и 5) было по-
казано, что даже для предельно экспериментально допустимых 
малых КТ кинетическая энергия электрона  e

nl
T a  (11) вносит в 

спектр экситона  ,0,0
h

e

t

n
E a  (32), (49), (50) лишь вклад ( 60%), по 

порядку величины сравним со вкладами, которые дают в спектр 
экситона энергии поляризационного  ,0,0en

pol
U a  (31) и кулоновско-

го  ,0,0,e hn t

eh
V a  (29) взаимодействий. В связи с этим описание спек-

тра экситона в КТ малых радиусов а (9) только выражением для 
кинетической энергии электрона  e

nl
T a  (11) в [6, 13–15, 18, 37, 

57] является не совсем оправданным. 
 В наименее исследованном случае, когда радиус а КТ сравним 
с боровским радиусом экситона 

ex
a  (т.е. при 

ex
a a  (12)), как бы-

ло показано нами в п. 2.1, 2.2, 3.1, спектр экситона  ,0,0
h

e

t

n
E a  

(32), (49), (50), как функция радиуса а КТ, описывался сложной 
зависимостью  ,0,0

h

e

t

n
E a    1 3/2 2 1 1

, , , ,e hf a a a m m      (см. рис. 3). 
Причем эффективная масса электрона  e e

m m a , а вместе с ней 
и эффективная масса экситона  a   , также являлись функ-
циями от радиуса а КТ [75–79]. 
 Таким образом, в настоящем обзоре, в отличие от оптических 
методов, развитых в [6], которые позволяли определять как па-
раметры спектров квазичастиц (электронов, дырок и экситонов), 
так и некоторые параметры квазинульмерных полупроводнико-
вых систем, такие как средний радиус a  КТ, эффективные мас-
сы электрона и дырки, ширину запрещенной зоны Eg КТ, пред-
ложен новый подход к вышеуказанным оптическим и электрооп-
тическим методам. Такой подход основан на учете в гамильто-
ниане квазичастиц энергий кулоновского и поляризационного 
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взаимодействия, которые играли доминирующую роль в оптиче-
ских свойствах квазинульмерных систем, состоящих из полупро-
водниковых нанокристаллов даже предельно экспериментально 
допустимых малых радиусов. 
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